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論文内容の要旨
有限位相空間とは有限個の点からなる位相空間のことである。そのような空間というと離散空間としか思われない
が、そのような空間は離散有限集合よりは、はるかに豊富な体系である。例えば、 1966年に McCord は有限位相空間
は有限単体複体と同じホモロジ一群、ホモトピー群を持つことを示した。実際には彼はれ分離公理を満たすような有
限位相空間 X に対して有限単体複体 K(X) でその幾何学的実現 !K(X)! から X への弱ホモトピ一同値写像が存在
するようなものの存在を示した。さらに有限単体複体K から、有限位相空間 x(K) をつくる方法も示した。また Stong
は九分離公理を満たすような有限位相空間に対して、そのホモトピ一同値類がその空間の core と呼ばれる部分空間
の同相類によって分類可能なことを示した。また Kronheimer は位相空間の部分空間に対してデジタルイメージと呼
ばれるものを定義し、デジタルイメージからの再構成からデジタルイメージに関連する Grid と呼ばれる有限位相空
間への弱ホモトピ一同値写像の存在を示した。しかしこの再構成は元の位相空間の部分集合との関わりは解っていな
カ〉つ 7こ。
第 1 部では、元の部分空間が Rπ に滑らかに埋め込まれた η 次元コンパクト境界付き多様体 M であるときに、この
再構成が元の部分空間とホモトピ一同値なるようする方法を考案した。この再構成というのは一種の n 次元閉直方体
による近似であるので、比較的簡単に求めることが出来、それ自身が cw-複体である。よって、このホモトピー同値
によって M のホモロジー群の計算をすることが出来る。三角形分割や cw 複体分割が同相であるのに対してホモト
ピー同値しか成り立たないが、これらの方法と異なり自動的に計算するプロセスを確立している点では有利である。
上記のように有限単体複体や、多様体の研究に対して有効な有限位相空間が存在することが解ったので、第 2 部で
は有限位相空間そのものを考えます。有限位相空間 X とその core Xo に対して K(X) は K(Xo ) に単体的に縮約す
ることが示される。これは例えば同じ多様体の三角形分割が 2 つあったときに実際に単体複体の幾何学的実現として
は同相であるにもかかわらず、有限位相空間としてはホモトピ一同値にすらならないということを示している。これ
では有限位相空間の有限単体複体に対する研究手段としての価値がなくなってしまうので、この問題を解決するため
にこの論文の目的である reduction という操作を定義する。
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有限位相空間 X の点 x の最小関近傍 Ux と任意の点、 y の最小開近傍 ι の共通部分が弧状連結かつ 1 次元以上の
ホモトピ一群がすべて O になるならば、等化写像ρ :X → X/ι は弱ホモトピ一同値写像になる。ここで最小関近傍
とはその点を含むすべての開集合の共通部分のことをいう。この操作を open reduction とよび、 or(x) と書く。最小
関近傍を閉包と言い換えて定義されたものを closed reduction とよび、 cr(x) と書く。
このようにして定義された reduction によって、対応する有限単体複体のホモトピー型は変わらない。また、それ自
身が core であるような有限位相空間でも reduction によって、ホモトピ一群を変えないで、点、の数がより少ない空間
へ簡約することが出来る。
論文審査の結果の要旨
デジタルトポロジーの研究は、 1960年代の後半にまでさかのぼることができるが、 1990年頃の Kronheimer らの仕事
により位相幾何学の手法を用いたより深い研究が開始された。本論文では、第一部でユークリッド空間内のコンパク
ト境界付きの多様体に対してもとの多様体とホモトピ一同値なデジタルイメージが構成できる窓割りが存在すること
を示した。すなわち、もとの多様体から T。有限位相空間の作成を機械的に行うプロセスを見い出した。これに引き続
き第二部では、 To-有限位相空間に対して、弱ホモトピ一同値な写像が存在するようなより小さな To-有限位相空間を
考えると、対応する有限単体複体はホモトピー同値になることに着目して、開縮約および閉縮約の概念を導入した。
これにより、 core とは異なるより小さな To-有限位相空間を構成することができるようになり、 T。有限位相空間の分
類問題に新しい方法をもたらすことになった。以上により本論文は博士(理学)の学位論文として十分価値あるもの
と認める。
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